




















Géométrie des surfaes algébriques et points entiers
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al Autissier
28 juillet 2018
Abstrat : Let X be a projetive normal surfae over a number eld K. Let H be
the sum of four properly interseting ample eetive divisors on X. We show that any
set of S-integral points in X −H is not Zariski dense.
2000 Mathematis Subjet Classiation : 11G35, 14G05, 14G25.
1 Introdution
On s'intéresse ii aux solutions à oordonnées quasi-entières de systèmes d'équations
polynomiales à oeients dans un orps de nombres, dans l'esprit de la onjeture de
Lang et Vojta (f onjeture 4.2 de [6℄ p. 223).
Plus préisément, soient K un orps de nombres et S un ensemble ni de plaes de
K. On montre le résultat suivant :
Théorème 1.1 : Soit X une surfae normale projetive sur K. Soient D1;D2;D3;D4
quatre diviseurs eetifs amples sur X qui se oupent proprement. Posons Y = X−D1 ∪
D2∪D3∪D4. Soit E ⊂ Y (K) un ensemble S-entier sur Y . Alors E n'est pas Zariski-dense
dans Y .
Cet énoné était onnu de Vojta pour X lisse vériant ρ ≤ g + 1, où ρ désigne le
nombre de Piard de XK et g = h
1(X;OX ) (f orollaire 0.3 de [12℄). En fait, Vojta a
besoin de ρ + 3 − g diviseurs au lieu de 4. L'intérêt de notre résultat réside don dans
l'uniformité en le nombre de diviseurs à onsidérer.
Remarquons que le théorème 1.1 s'insrit bien dans le adre de la onjeture de Lang et
Vojta, puisque siX est lisse surK de diviseur anonique KX , alors KX+D1+D2+D3+D4
est ample sur X (f exemple 1.5.35 de [7℄ p. 87).
La démonstration repose sur une légère extension d'un théorème de Corvaja et Zan-
nier [1℄ (f théorème 3.2), qui donne des onditions géométriques de non-Zariski-densité
des points S-entiers, et sur un bon hoix de multipliités assoiées aux diviseurs Di (f
proposition 2.3).
On utilise en partiulier le théorème du sous-espae de Shmidt (f [9℄ VI) et Shlik-
ewei (f [8℄).
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Je remerie Antoine Chambert-Loir pour l'inspiration qu'il m'a prourée.
2 Géométrie
Soit K un orps de aratéristique nulle.
Conventions : On appelle variété sur K tout shéma intègre, quasi-projetif et
géométriquement irrédutible sur K. Une surfae sur K est une variété sur K de di-
mension 2. Le mot diviseur sous-entend diviseur de Cartier.
Soit X une variété projetive sur K de dimension d ≥ 1. Lorsque L1; · · · ;Ld sont des
diviseurs sur X, on désigne par
〈
L1 · · ·Ld
〉
leur nombre d'intersetion.
Soient L un diviseur ample sur X et E un diviseur eetif non nul sur X. La formule





nd + O(nd−1). Cei
motive la dénition suivante :
Pour tout entier n ≥ 1, posons d'abord Sn =
∑
k≥1
h0(X;nL − kE) ; remarquons que




















Exemple : Si X est une ourbe, alors on peut aisément expliiter ette onstante ;









On aura besoin dans la suite de minorer ν(L;E). Commençons par une variante des
inégalités de Morse holomorphes (f [2℄ 12) :
Lemme 2.1 : Soit X une surfae projetive sur K. Soient L et M des diviseurs








. Soient n et k des entiers vériant 1 ≤ k ≤ αn.
















où le O ne dépend que de (K;X;L;M).
Démonstration : On hoisit un entier b ≥ 1 tel que bM soit très ample. D'après le
théorème de Bertini, il existe s ∈ Γ(X; bM) − {0} tel que C = div(s) soit géométrique-
ment irrédutible sur K.
Soit i un entier tel que 0 ≤ i ≤ αn. On a la suite exate de OX -modules suivante :
0→ OX(nL− (i+ b)M)→ OX(nL− iM)→ OX(nL− iM)|C → 0 .
2
On en déduit une suite exate en ohomologie qui donne l'inégalité
h0(X;nL− (i+ b)M) ≥ h0(X;nL− iM)− h0(C; (nL− iM)|C) .









≥ 0 (f proposition 3 (3) de [4℄ p. 192), on obtient









Maintenant, érivons k sous la forme k = bq+ r ave q ≥ 0 et 0 ≤ r < b. En sommant
l'inégalité préédente, on trouve































n2/2+O(n) est fournie par Hirzebruh-Riemann-
Roh). D'où le résultat. 
Remarque : La démonstration donne en fait une minoration de h0(nL − kM) −
h1(nL− kM).
Corollaire 2.2 : Soit X une surfae projetive sur K. Soient L un diviseur ample


































. Remarquons que β ≤ α
par le théorème de l'indie de Hodge.














































Montrons maintenant le résultat prinipal de ette setion :
Proposition 2.3 : Soit X une surfae projetive sur K. Soient D1; · · · ;Dr des di-




miDi, on ait mi ≥ 1 et ν(L;Di) >
r
4
mi pour tout i ∈ {1; · · · ; r}.
3
Démonstration : On pose ∆ = {(t1; · · · ; tr) ∈ R
r
+ | t1 + · · · + tr = 1}. Pour tout
t = (t1; · · · ; tr) ∈ ∆, on désigne par Lt le R-diviseur Lt =
r∑
j=1








On note f : ∆→ ∆ l'appliation ontinue dénie par f(t) =
( φ(t)〈
LtD1




pour tout t ∈ ∆. D'après le théorème de Brouwer, f admet un point xe x = (x1; · · · ;xr).
























〉3 > xir pour tout i ∈ {1; · · · ; r}.
On approhe x par un y ∈ Q∗r+ ∩∆ de la forme y =
(m1
m




de telle sorte que
l'inégalité préédente soit enore valable ave y au lieu de x, et on onlut en appliquant
le orollaire 2.2. 
Terminons ette setion par une dénition :
Dénition : Soit X une surfae normale projetive sur K. Soient D1; · · · ;Dr des di-
viseurs eetifs non nuls surX. On dit queD1; · · · ;Dr se oupent proprement lorsque :
toute intersetion de deux quelonques d'entre eux est nie, et toute intersetion de trois
quelonques d'entre eux est vide.
3 Arithmétique
Soient K un orps de nombres et S un ensemble ni de plaes de K. Pour tout v ∈ S,
on désigne par Kv le omplété de K en la plae v. On note OK;S l'anneau des S-entiers
de K, i.e. l'ensemble des x ∈ K tels que |x|v ≤ 1 pour toute plae nie v /∈ S.
Dénition : Soit Y une variété sur K. Un ensemble E ⊂ Y (K) est dit S-entier sur
Y lorsqu'il existe un OK;S-shéma intègre et quasi-projetif Y de bre générique Y tel
que E ⊂ Y(OK;S).
On va utiliser la version suivante du théorème du sous-espae de Shmidt et Shlik-
ewei :
Proposition 3.1 : Soient X une variété projetive sur K et L un faiseau inversible
très ample sur X. Soit hL une hauteur de Weil relativement à L. Pour haque v ∈ S,
on munit Lv d'une métrique ‖ ‖v et on hoisit une base (s1v; · · · ; sqv) de Γ(X;L). Soient






ln ‖skv(P )‖v ≥ (q + ε)hL(P )− c (∗)
4
n'est pas Zariski-dense dans X.
Démonstration : En posant V = Γ(X;L), on a un plongement X →֒ P(V ). On ap-
plique alors la reformulation de Vojta (f théorème 2.2.4 de [11℄ p. 19) du théorème du
sous-espae : il existe une réunion nie H de K-hyperplans de P(V ) ≃ Pq−1K telle que tout
point P ∈ X(K) vériant (∗) est dans H ∩X. 
On montre i-dessous une légère extension d'un résultat de Corvaja et Zannier (f
théorème prinipal de [1℄ p. 707-708) ; on s'inspire de leur méthode, tout en adoptant un
point de vue plus géométrique :
Théorème 3.2 : Soit X une surfae normale projetive sur K. Soient D1; · · · ;Dr des
diviseurs eetifs non nuls sur X qui se oupent proprement. Posons Y = X−D1∪· · ·∪Dr.




sur X et que ν(L;Di) > mi pour tout i ∈ {1; · · · ; r}. Soit E ⊂ Y (K) un ensemble S-entier
sur Y . Alors E n'est pas Zariski-dense dans Y .
Démonstration : On xe un réel ε > 0 tel que ν(L;Di) > (1 + ε)mi pour tout
i ∈ {1; · · · ; r}, puis un entier b ≥ 1 tel que bL soit très ample et que
∑
k≥1
h0(X; bL− kDi) ≥ (1 + ε)h
0(X; bL)mib pour tout i ∈ {1; · · · ; r}.
On note q = h0(X; bL) et on hoisit une hauteur de Weil hbL relativement à bL. Pour
tout diviseur eetif E sur X, on désigne par 1E la setion globale de OX(E) qu'il dénit.
Raisonnons par l'absurde en supposant E Zariski-dense. Il existe alors une suite
(Pn)n≥0 d'éléments de E qui est générique, i.e. telle que pour tout fermé Z 6= X, l'ensem-
ble {n ∈ N | Pn ∈ Z} est ni.
Quitte à extraire, on peut supposer (par ompaité) que pour tout v ∈ S, la suite
(Pnv)n≥0 onverge dans X(Kv) vers un yv ∈ X(Kv).
Soit v ∈ S. On munit haque faiseau OX(Di)v d'une métrique ‖ ‖v . Les diviseurs
D1; · · · ;Dr se oupent proprement, don il existe deux indies jv < lv tels que yv /∈ Di
pour tout i ∈ {1; · · · ; r} − {jv ; lv}.











, i.e. Bv ontient une base de
Γ(X; bL− kDi) pour tout i ∈ {jv ; lv} et tout k ≥ 0.




ln ‖skv(Pn)‖v ≥ −(q + qε) ln ‖1bL(Pn)‖v −O(1) , (1)
où le O(1) est indépendant de n.
5
Prouvons e fait. Soit s ∈ Γ(X; bL) − {0}. Pour tout i ∈ {1; · · · ; r}, notons µi(s) le
plus grand entier µ tel que le diviseur div(s) − µDi soit eetif. Puisque les fermés Djv
et Dlv n'ont pas de omposante ommune, le diviseur div(s)− µjv(s)Djv − µlv(s)Dlv est
enore eetif. Cei implique l'inégalité
− ln ‖s(Pn)‖v ≥ −µjv(s) ln ‖1Djv (Pn)‖v − µlv(s) ln ‖1Dlv (Pn)‖v −O(1) .
On érit ette inégalité pour s = skv, puis on somme sur k. En observant que pour







h0(X; bL − µDi)− h











ln ‖skv(Pn)‖v ≥ −(q + qε)b
[
mjv ln ‖1Djv (Pn)‖v +mlv ln ‖1Dlv (Pn)‖v
]
−O(1) .
Le fait énoné s'en déduit en remarquant que ln ‖1Di(Pn)‖v = O(1) pour tout i ∈
{1; · · · ; r} − {jv ; lv}.




ln ‖1bL(Pn)‖v +O(1) .






ln ‖skv(Pn)‖v ≥ (q + qε)hbL(Pn)−O(1) .
D'où une ontradition ave la proposition 3.1 (i.e. le théorème du sous-espae). 
Démonstration du théorème 1.1 : Il sut d'appliquer la proposition 2.3 (ave r = 4)
puis le théorème 3.2. 
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